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SOMMARIO  
 
 
 
 
Lo studio di nuovi sistemi propulsivi per le missioni spaziali ha portato 
all’introduzione ed all’analisi di nuovi concetti, che permettano di sfruttare a 
pieno i vantaggi di ogni singolo sistema propulsivo, proiettando l’uomo verso 
studi e verso missioni sempre più complicate. 
In questa Tesi si è cercato di analizzare uno di questi nuovi sistemi innovativi, la 
vela elettrica, cercando di identificarne i vantaggi che questa sembra possedere e 
valutandone, in prima approssimazione, i possibili utilizzi che potrebbe avere. 
Si sono valutate le caratteristiche fisiche, la spinta fornita, i vantaggi rispetto a 
sistemi esistenti analoghi (come le vele solari) e le possibili applicazioni, 
concludendo con l’impostazione del problema ristretto dei tre corpi, tramite il 
quale si sono valutati i punti di equilibrio stabile, necessari per l’impostazione di 
missioni interplanetarie più complesse rispetto ai tradizionali studi di tipo 
kepleriano. 
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1 
Introduzione generale 
 
 
1.1 La propulsione con vela spaziale 
 
Nella propulsione tradizionale il principio che viene seguito è quello che prevede 
l’utilizzo di una massa di reazione che viene  portata ad alte velocità tramite 
reazioni esotermiche o forze elettromagnetiche. 
Per quanto riguarda le vele solari, queste utilizzano, come energia propulsiva, 
l’energia rilasciata dalle stelle sottoforma di radiazione elettromagnetica. Le vele 
spaziali sono l’unico sistema di propulsione che non prevede il rilascio di massa e 
sfrutta l’energia fornita dalle stelle. Il concetto è lo stesso del vento che spinge le 
vele delle navi sul mare, solo che nello spazio il “vento” è sempre presente e il 
satellite subisce un’accelerazione lenta ma continua. 
 
 
Figura 1.1 Fantascientifico veliero spaziale che mostra intuitivamente il legame 
tra vela spaziale e le vele delle navi 
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Tale tipo di energia, che è prodotta dalle reazioni nucleari che avvengono nei 
corpi caldi, risulta praticamente inesauribile per l’intera durata della missione. 
Conseguentemente il peggioramento delle prestazioni e la diminuzione della 
spinta generata si può verificare, non a causa della diminuzione dell’energia 
fornita, bensì a causa dell’eventuale degradazione del film riflettente dovuto al 
danneggiamento del materiale. 
Il vantaggio di avere a disposizione una fonte di energia inesauribile ha spinto gli 
scienziati alla ricerca di materiali ultraleggeri e molto riflettenti per la creazione di 
nuovi tipi di vele per poter realizzare missioni interplanetarie, cercando di evitare i 
problemi legati alla propulsione tradizionale. 
La propulsione chimica infatti presenta come problema principale quello di dover 
portar con se il propellente necessario per l’intera missione, conseguentemente, 
tale propellente costituisce la maggior parte del peso dell’intero sistema ed inoltre 
il problema dell’alloggiamento del combustibile risulta essere una delle maggiori 
limitazioni per questo tipo di propulsione. 
Tramite l’uso delle vele si evita oltretutto il problema dell’ingombro dei 
generatori utilizzati invece nella propulsione elettrica, infatti, in questi ultimi, il 
problema del propellente è trascurabile, mentre diventa estremamente rilevante 
come installare il sistema di potenza necessario. 
 
 
 
Figura 1.2 Illustrazione immaginaria di una vela solare 
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Ovviamente le vele spaziali si presentano, almeno a livello teorico, come uno 
strumento in grado di risolvere i problemi legati ai due tipi di sistemi sopra 
elencati, dato che hanno a disposizione una fonte di energia pressoché 
inesauribile, e possono fornire una spinta continua seppur con alcune limitazioni. 
Proprio per questo motivo la propulsione solare sembra poter essere molto 
vantaggiosa soprattutto per missioni che prevedono lunghe tratte. 
  
 
1.2 Vele nel XX  secolo 
 
Dopo che nel 1860 venne data la dimostrazione della radiazione elettromagnetica 
da parte di James Clerk Maxwell, negli anni ’20 vennero fatte le prime ipotesi 
sullo sfruttamento di tale energia come sistema di propulsione per i veicoli 
spaziali. 
I primi a fare questo genere di proposta furono Kostantin Tsiolkovsky e Fridrickh 
Arturovich Tsander ; nel 1958 questi studi vennero ripresi da Garwin e Tsu, poi 
negli anni ’70 Jerome L.Wright svolse uno studio preliminare per una manovra di 
rendez-vous con la cometa di Halley che sarebbe stata raggiunta in un tempo di 
circa quattro anni con un risparmio pari a tre anni rispetto alla stessa missione con 
propulsori elettrici; il progetto però dovette esser abbandonato a causa delle 
difficoltà legate al dispiegamento della vela. 
Solo negli anni ’90 riprese campo l’interesse nei confronti delle vele spaziali, in 
particolar modo per quelle solari, in parte grazie ad una competizione per il design 
di una missione diretta su Marte con l’utilizzo, come mezzo propulsivo, delle vele 
solari,  ma nessuno dei progetti venne successivamente realizzato. 
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Figura 1.3 Znamya-2 
 
Nel 1993 venne effettuata dalla Russia la prima simulazione del primo 
dispiegamento di vela solare nello spazio con lo Znamya-2, il dispiegamento 
venne ottenuto sfruttando la forza centrifuga. Successivamente sempre la Russia 
svolse altri esperimenti con lo Znamya-2.5(1999) e lo Znamya-3(2001) atti ad 
ottenere dati relativi al comportamento termo-ottico della vela e verificarne il 
corretto funzionamento. 
 
 
Figura 1.4 Znamya-2.5 (1999) e Znamya-3 (2001) 
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Oltre a questi esperimenti ne svolsero un altro detto New-Light , che aveva come 
obiettivo quello di illuminare una porzione di terra durante la notte.  
 
Figura 1. 5 Esperimento New Light 
 
Attualmente vele solari sono montate su satelliti Astrium come AOCS(Eurostar 
communication satellite) dato che questi richiedono propulsione a bassa spinta e 
di lunga durata. Nel 2005 è stato lanciato il Cosmos 1 dal mare di Barents  da un 
sottomarino russo; questo costituisce il primo satellite a vela solare, è un satellite 
di 40 kg a forma di disco con una larga corona formata dagli otto pannelli delle 
vele solari. Le vele, lunghe 15 metri, realizzate in mylar, alluminato da 5 micron 
di spessore, sono state concepite per catturare il debole flusso di fotoni emesso dal 
sole.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.6 Cosmos 1 in fase di costruzione e con vela spiegata 
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L’interesse per questa tecnologia ha portato ad elaborare anche nuove possibili 
soluzioni partendo come idea di base dal concetto di vela solare già introdotto in 
precedenza. 
Sono state così proposte nuove soluzioni che  possono essere raggruppate nel 
modo seguente: 
 
§ Vele propulse a laser (Laser-pushed lightsails) 
Queste sfruttano un raggio laser proveniente direttamente da Terra, il 
problema maggiore sta nel fatto che risulta necessaria una lente molto 
grande a Terra per evitare la diffrazione del raggio di luce nello spazio, 
inoltre è necessario un film ultrasottile di metallo; entrambe queste 
richieste portano ad accantonare per il momento l’uso di queste vele per 
prossime missioni. 
 
Figura 1.7 Rappresentazione artistica di vela laser 
 
§ Vele magnetiche (Magsails) 
Questo tipo di vela sostituisce il laser con il flusso di plasma neutro ed al 
posto del film metallico della precedente utilizza una vela magnetica 
evitando principalmente l’uso di grosse lenti a terra e ottenendo spinte 
molto maggiori. Tramite un sottile filo metallico, con diametro di qualche 
millimetro, si forma un anello con diametro anche di centinaia di 
chilometri, il quale percorso da corrente dà origine ad un campo magnetico 
che è in grado di deflettere il flusso del vento solare. Il problema per 
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questo tipo di vela è legato alla diminuzione del flusso del vento solare che 
impedisce di ottenere il trasferimento di quantità di moto necessaria. 
 
Figura 1.8 Immagine artistica di una vela magnetica 
 
§ Vele al plasma (M2P2, Mini-magnetospheric plasma propulsion) 
Sfrutta l’energia del vento solare per ottenere la spinta necessaria. 
L’accoppiamento con il vento solare è realizzato attraverso una “bolla 
magnetica” di grandi dimensioni (mini-magnetosfera) attaccata 
all'astronave. Questa viene creata iniettando del plasma all'interno del 
campo magnetico generato da un solenoide posizionato a bordo. Il 
processo di espansione della vela magnetica al plasma segue leggi elettro-
magnetiche, cosicché i problemi legati al materiale ed il dispiegamento 
delle vele meccaniche vengono del tutto eliminati. 
 
Figura 1.9 Immagine artistica di una vela al plasma 
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§ Vele elettriche (Electric sails) 
Sono state da poco proposte e rappresentano le vele di cui ci andremo ad 
occupare nei capitoli successivi. L’idea, dell’Ing. finlandese Pekka 
Janhunen, è di sfruttare una griglia di fili conduttori, che viene mantenuta 
ad un potenziale positivo, immersa nel vento solare. Si crea così un campo 
elettrico che origina una barriera nei confronti dei protoni del vento solare; 
le particelle vengono così deviate fornendo alla vela la quantità di moto 
necessaria per generare la spinta. 
Si origina così una spinta piccola ma continua, tramite l’interazione del 
vento solare con il campo elettrico generato dai fili attraversati da corrente. 
Data la debolezza  della pressione dinamica del vento solare, sarà 
necessario l’uso di fili molto lunghi, dell’ordine di qualche decina di 
chilometri. 
In Figura 1.10 si può osservare una possibile configurazione di vela 
elettrica, in cui i fili conduttori, che possono avere lunghezze dell’ordine 
dei chilometri, vengono disposti come dei raggi e vengono mantenuti stesi, 
in tale posizione, dalla rotazione del veicolo spaziale, mentre l’energia 
necessaria per mantenere costante il valore del potenziale dei fili 
conduttori viene ottenuta dai pannelli solari. 
 
 
Figura 1.10 Schema concettuale di vela elettrica 
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1.3 Obiettivi della tesi 
 
L’obiettivo principale della tesi è quello di analizzare in maniera accurata le 
caratteristiche delle vele elettriche partendo dai risultati a cui è arrivato l’Ing. 
Janhunen. 
Si parte cioè dai valori della spinta da lui ottenuti e successivamente se ne 
valutano i risultati analizzando i tempi di fuga dal sistema solare e i tempi di fly-
by e rendez-vous tra Terra e Marte per varie condizioni di partenza e di 
funzionamento. 
Nella seconda parte invece si procede partendo dalla teoria ristretta dei tre corpi e 
si cerca di analizzare quelli che sono i punti di equilibrio per il nostro sistema 
oltre quelli tradizionali di Lagrange e se ne analizza successivamente la stabilità. 
Si procederà nella maniera seguente: si analizzano in primo luogo i risultati 
ottenuti dall’Ing. Janhunen (Cap. 2), successivamente si svolgono analisi accurate 
sia sul raggiungimento della traiettoria di fuga sia sul fly-by e rendez-vous con 
Marte (Cap. 3). 
Successivamente verrà introdotto il concetto della teoria ristretta dei tre corpi nel 
caso di vela solare tradizionale (Cap. 4) espandendo poi i risultati ottenuti al caso 
particolare di vela elettrica da noi trattato (Cap. 4). 
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2 
Vele elettriche 
 
 
2.1 Generalità 
 
Nel 2004 è stata proposta dall’ Ing. P. Janhunen un’idea innovativa per la 
propulsione con vela spaziale, che è appunto la vela elettrica. Il principio 
fondamentale su cui si basa è quello di sfruttare una griglia costituita da fili 
conduttori di piccolo diametro che vengono mantenuti ad un potenziale positivo in 
maniera tale da deflettere i protoni presenti nel flusso del vento solare. Questa 
deflessione fa sì che venga trasferita al sistema la quantità di moto necessaria alla 
propulsione del sistema stesso. 
Si analizzano quindi i vari risultati ottenibili sfruttando questo tipo di vela, 
valutando l’entità della spinta che è in grado di fornire al variare delle sue 
caratteristiche dimensionali, al variare della distanza dal sole e della sua 
orientazione. 
 
 
2.2 Schema del sistema 
 
L’idea proposta da Janhunen può essere schematizzata come in Figura 2.1, dove si 
osserva come l’elemento fondamentale sia la griglia costituita da fili conduttori di 
piccolo diametro la cui spaziatura deve essere inferiore alla lunghezza di Debye .  
 11 
 
Figura 2.1 Rappresentazione schematica di una vela elettrica 
 
Questa griglia viene mantenuta ad un potenziale positivo di alcuni kV e i protoni 
che vengono deflessi in corrispondenza della griglia forniscono la quantità di 
moto necessaria per la spinta del sistema. 
L’analisi che svolgeremo nei prossimi paragrafi si basa sui risultati di Janhunen 
riportati in [1]. 
 
2.3 Teoria della vela elettrica 
 
La griglia è costituita da sottili fili conduttori ( mrw m25< ) e viene posta 
trasversalmente al flusso del vento solare come si può osservare nella Figura 2.1. 
Se il reticolo viene mantenuto ad un potenziale positivo rispetto a quello del vento 
solare, attorno a ciascun filo si creerà un campo elettrico uscente le cui dimensioni 
di scala spaziale sono comparabili alla lunghezza di Debye del plasma. 
La spaziatura delle maglie del reticolo è dell’ordine della lunghezza di Debye, 
eventualmente anche di dimensioni inferiori, in maniera tale che i protoni vedano 
il reticolo come una barriera insormontabile e vengano conseguentemente deflessi 
per ottenere la spinta cercata. Il potenziale deve essere mantenuto ad un valore 
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tale da superare in eV 2 il valore dell’energia cinetica dei protoni del vento n, che 
è pari circa ad 1keV. 
 
Figura 2.2 Geometria della vela elettrica 
 
Continuando nell’analisi della griglia, in base alla Figura 2.2, definito wr  come il 
raggio del filo della griglia ed A=π·rw² l’area della sua sezione trasversale, se si 
suppone per semplicità che la vela abbia forma quadrata, come visibile in figura, 
se la lunghezza è pari ad L e la spaziatura è pari a Δx si ottiene che il numero di 
fili su ogni lato è pari a 
xLN D= /                                 
 
In totale la lunghezza del conduttore presente nell’intera struttura è dato da 
xLNLLTOT D== /22
2  
con una massa complessiva data da  
xALM w D= /2
2 r  
dove r rappresenta la densità del filo metallico utilizzato per costruire la griglia. 
La forza che si ottiene è diretta secondo il flusso del vento solare, cioè in 
direzione uscente dal Sole. 
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Il potenziale elettrico nel vuoto attorno ad un filo carico è pari a  
÷
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con r0 che rappresenta la distanza dal filo in corrispondenza della quale il 
potenziale si annulla (V(r0)=0), rw che rappresenta il raggio del filo conduttore e 
V0 che è il potenziale della griglia. 
Gli elettroni del plasma schermano il potenziale il quale di conseguenza svanisce 
più rapidamente, rispetto alla relazione precedente, che viene modificata nel modo 
seguente 
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con Del  indichiamo la lunghezza di Debye, con eT  la temperatura elettronica del 
vento solare (che è pari a 12 eV ad una distanza di 1AU), 0n  è la densità 
elettronica del vento solare indisturbato( 7.3 cm-3 alla distanza di 1AU). 
Se 0rr w<<  si ricava la seguente formula 
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Sostanzialmente per quanto riguarda la relazione relativa al potenziale si 
distinguono due casi, il primo in cui 0rr << , per il quale il potenziale è 
riconducibile all’equazione  semplificata iniziale, mentre nel caso in cui 0rr >> il 
potenziale va a zero secondo 2/1 r . 
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Con riferimento a [4] i valori caratteristici di wr  sono di mm20 , inoltre sempre in 
[4], si ricava che esiste un valore ottimale del potenziale V in funzione della 
dimensione dei fili, come visibile in Figura 2.3 e 2.4. 
 
 
Figura 2.3 Accelerazione adimensionale ad r=1AU da [4] 
 
 
 
Figura 2.4  Valori ottimali del potenziale della vela solare in funzione del raggio 
dei fili conduttori da [4] 
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Sfruttando la legge di Gauss si trova la densità elettronica corrispondente al 
potenziale utilizzato 
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La forza per unità di lunghezza agente sul filo conduttore non è altro che la 
pressione dinamica del vento solare data da 
2
0vnmp pdin =  
moltiplicata per l’effettivo spessore della struttura potenziale; tale spessore è 
proporzionale alla distanza d’arresto dei protoni  che indichiamo con sr  ed è 
calcolabile dall’equazione seguente 
2
2
1)( vmreV ps =  
Si ottiene in conclusione che la spinta per unità di lunghezza, tramite questo tipo 
di vela, è data dalla seguente relazione 
sp rvnKmdz
dF 2
0=      con 09.3»K  
Il valore della costante K è stato ricavato tramite la simulazione di Monte Carlo, 
in altre parole sono stati lanciati dei protoni del vento solare verso la griglia 
elettrica valutando la variazione del valore della loro quantità di moto al termine 
dell’interazione con il potenziale della griglia. Risolvendo l’equazione si ottiene 
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Ricavando così la formula finale per la spinta per unità di lunghezza 
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In Figura 2.5 si osserva il grafico della forza per unità di lunghezza in funzione 
del potenziale elettrico della vela. Per tutti e tre i casi si è fatta l’ipotesi di 
3
0 3.7
-= cmn , velocità del vento skmv /400=  e raggio dei fili conduttori 
mrw m10= . La linea continua ha come ipotesi una temperatura elettronica 
eVTe 12= , quella punteggiata ha eVTe 6=  e quella tratteggiata eVTe 24=  
 
Figura 2.5 Forza per unità di lunghezza per tre differenti temperature elettroniche 
da [1]. 
 
Supponendo che rw = 5·10-6m, L = 30km, Δx = 5km, la lunghezza totale dei cavi 
risulta essere 2NL = 2L2/ Δx = 360000km, con una massa pari ad 
250/2 2 =D= xALm wr kg 
con wr =8900kg/m
3 che rappresenta la densità dei cavi; moltiplicando la dinp  per 
l’area della vela L2, si ottiene la forza agente sulla vela, che in base alle ipotesi 
fatte in questo paragrafo, è pari ad 1.8N. 
Conseguentemente il valore dell’accelerazione è dato da 
 
32
0 107)/)(2/(/
-×=D== AxvmnmFa p r  m/s
2 
I valori della accelerazione risultano essere notevolmente legati alle dimensioni 
della sezione dei cavi, piuttosto che alla loro lunghezza; inoltre calcolando la vfin  
secondo la relazione )1(2 AUav fin = (vedi [6]), si osserva che nel momento in 
cui il suo valore diventa paragonabile alla velocità del vento solare (400km/s), 
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l’accelerazione decresce essendo la differenza di velocità a controllare il sistema, 
per cui il limite finale è la velocità del vento stesso. 
 
2.4 Risultati teorici con vela elettrica 
 
Janhunen ha introdotto due tipi di possibili simulazione tramite i quali verificare i 
risultati teorici che abbiamo presentato nel paragrafo precedente. 
Le due simulazioni sono rispettivamente la Simulazione 1-D e la Simulazione 2-D 
la cui piena illustrazione è rintracciabile in [1]. 
Qui introduciamo semplicemente il concetto su cui si basano entrambe le 
simulazioni riportando i grafici che mostrano le differenze tra le due simulazioni e 
la teoria che ha portato ad ottenere l’equazione finale per la spinta. 
La Simulazione 1-D è una simulazione elettrostatica con simmetria cilindrica, ed 
include solo gli elettroni con densità indisturbata pari a 0n . 
Il filo con raggio pari ad rmin è posizionato al centro ed assorbe tutte le particelle 
che collidono con esso ed è mantenuto ad un potenziale positivo. La simmetria 
cilindrica ci permette di usare la legge di Gauss per ogni particella contando il 
numero di elettroni all’interno del raggio. Data la simmetria appena indicata è 
ovviamente vantaggioso ricorrere all’uso di coordinate polari, il vantaggio di tale 
approccio è quello di non aver bisogno di una griglia spaziale ma è necessario 
solamente analizzare il numero di particelle la cui equazione di moto è data da 
3
2
r
La
dt
dv
r
r +=                                   rvdt
dr
=  
Il vantaggio principale di questo tipo di simulazione è legato alla rapidità di 
risposta del sistema; dalla Figura 2.6 si osserva come i risultati non appaiano 
accurati in prossimità del filo conduttore dove si tiene conto che il conduttore 
assorba tutti gli elettroni mentre in realtà alcuni non rimangono intrappolati e 
creano delle fluttuazioni nei risultati.  
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Figura 2.6 Risultati da [1] per la simulazione 1-D. Nel grafico superiore si 
osserva il profilo radiale della densità elettronica per la simulazione (punti) e per il 
modello teorico. Nel secondo grafico vengono paragonati il valore del potenziale 
nella simulazione (punti) e quello fornito dalle equazioni approssimate. 
 
Nella simulazione 2-D si prende in considerazione il piano di simulazione 
bidimensionale (xy) perpendicolare al conduttore e si ipotizza che il vento solare 
si muova lungo la direzione positiva delle x. In questa simulazione si utilizza una 
griglia con spaziatura  mx 25.1=D  in direzione x ed y con lunghezza per lato di 
mLx 320=  ed mLy 160=  tale che la griglia sia fatta da un numero di celle pari a 
256x128. Nel caso di vento solare indisturbato abbiamo che il numero di elettroni 
che investe ogni singola cella della griglia è pari a 20, con un intervallo di tempo 
pari a 15.625 ns. In questa simulazione introduciamo inoltre il potenziale sul 
conduttore cosicché il campo elettrico, nel vuoto del filo è aggiunto alla forza 
della particella in maniera analitica ogni volta che la particella si muove. 
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La forma cilindrica del conduttore è di dimensioni xD  talmente piccole che si può 
ipotizzare che nessun elettrone sia assorbito dal conduttore, e qui sta la differenza 
fondamentale con la precedente simulazione poiché l’assorbimento è nullo in 
corrispondenza del filo e ciò è molto probabile dato che la probabilità che un 
elettrone colpisca il conduttore è praticamente nulla. L’obiettivo, con tale 
simulazione, è quello di valutare la forza agente sul filo e i risultati ottenuti sono 
visibili nelle seguenti figure dove si osservano le differenze tra le due simulazioni 
e il metodo teorico precedentemente descritto. Le Figure seguenti sono tratte da 
[1], mettendo in relazione i legami tra i due tipi di simulazione e i risultati 
derivanti dalla teoria semplificata esposta. 
 
 
 
Figura 2.7  Profilo mono-dimensionale del potenziale preso dalla simulazione 2-
D ad un tempo di 20ms. La curva superiore è il profilo potenziale del filo 
conduttore; la linea marcata con i punti (inferiore) è il potenziale del plasma 
derivato dalla simulazione, mentre le linee intere a metà grafico sono 
rispettivamente il potenziale totale (plasma + sorgente) e l’altra è il caso con 
rw=10m, r0=19.97m. La scala è logaritmica sull’asse delle x 
 20 
 
 
Figura 2.8 Forza per unità di lunghezza sia con la simulazione 1-D (tratteggio) sia 
col metodo 2D(punti) rispetto alla linea solida che rappresenta il risultato del 
modello 
 
 
Figura 2.9 Forza per unità di lunghezza in funzione del potenziale del conduttore 
della simulazione 2-D paragonata ai risultati del modello. I triangoli sono i valori 
ottenuti dalla simulazione 1-D, i punti rappresentano i risultati derivati dalla 
simulazione 2-D, la linea continua il risultato teorico e quella tratteggiata  
moltiplicando il valore teorico per 0.6  e sostituendo eT con ( )22 30eVTe +  
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Figura 2.10 Forza per unità di lunghezza in funzione della densità elettronica del 
vento solare 
 
 
 
Figura 2.11 Forza per unità di lunghezza in funzione della velocità del vento 
solare 
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Figura 2.12 Forza per unità di lunghezza in funzione della temperatura elettronica 
del vento solare. 
 
2.5 Osservazioni 
 
 
Si può, quindi, osservare dai grafici appena presentati, che la simulazione 2-D 
mostra un buon accordo con il modello teorico elaborato, permettendone così un 
valido utilizzo per prime valutazioni di possibili missioni. 
In conclusione, è molto interessante il confronto con le vele solari tradizionali, 
basandosi su risultati “ideali” per i due casi. 
Per una vela solare la spinta è legata alla sua densità d’area, nota come parametro 
di carico della vela, ed all’angolo α, cioè l’angolo formato dalla linea Sole-vela e 
la normale al piano della vela stessa. Il valore dell’accelerazione è quindi dato 
(vedi [8]) da 
( ) Ù® = nra sole abm 22 cos  
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dove con β si indica il rapporto tra la pressione della radiazione solare e 
l’accelerazione gravitazionale. 
Per una vela elettrica il valore della spinta, come sottolineato in [1], decade come  
6
7
3
1200
111
÷
ø
ö
ç
è
æ=×»»»
rrr
TnrnF eo  
Conseguentemente il valore dell’accelerazione segue la medesima riduzione, per 
cui l’accelerazione di una vela elettrica, rispetto a quella solare, decade in maniera 
più lenta. Questo risulta essere un notevole vantaggio, anche se però non può 
essere sfruttato a pieno, per il fatto che la vela elettrica non può essere inclinata 
rispetto alla direzione Sole-vela al di sopra di un maxa pari ad un valore, secondo le 
prime analisi fatte in [1], compreso tra i 20° ed i 35°; mentre per quella solare 
l’angolo deve restare al di sotto dei 180°. 
Un ulteriore vantaggio della vela solare è quello di poter essere usata all’interno 
della magnetosfera, mentre quella elettrica ha bisogno obbligatoriamente del 
vento solare. 
Di conseguenza sarà necessaria un’analisi accurata dei limiti strutturali della vela, 
in maniera da poter definire in modo esatto il valore limite dell’angolo. 
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3 
Simulazioni preliminari con vela 
elettrica 
 
3.1 Generalità 
 
Partendo dai risultati ottenuti da Janhunen in [1] ed esposti nel Cap. 2, e facendo 
riferimento a [4] si è cercato di affrontare alcuni problemi molto interessanti quali 
il fly-by e  il rendez-vous con Marte  ed il raggiungimento dell’orbita di fuga dal 
Sistema Solare per un plausibile sistema spaziale partente da un’orbita circolare 
attorno al Sole a distanza di 1AU. 
Si sono svolte inizialmente verifiche sui risultati proposti nel Cap. 2 tramite 
programmazione in ambiente Matlab, successivamente, una volta ottenuti i 
risultati desiderati, si è passati all’analisi dei problemi sopra indicati verificando 
l’ipotetica missione verso Plutone introdotta nella parte conclusiva di [1]. 
 
3.2 Prove del modello utilizzato 
 
Partendo dal modello introdotto da Janhunen, si sfrutta l’equazione già vista in 
precedenza e qui di seguito riportata 
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Come già detto questa relazione rappresenta la spinta per unità di lunghezza 
fornita dalla vela elettrica; per un generico sistema costituito da una vela fatta da 
N fili di lunghezza pari ad L il valore complessivo della spinta è dato 
semplicemente da  
 25 
LN
dz
dFF ××=  
I valori dell’accelerazione sono ovviamente forniti dalla seconda legge di Newton 
per cui si ha che mFa = . 
In base ai risultati delle simulazioni, si è osservato che il valore dell’accelerazione 
fornito dalla vela elettrica è, ad una distanza di 1AU, compreso tra 0.1mm/s2 e i 
6mm/s2. 
 
22 61.0 smmasmm <<  
 
Il decadimento del valore della spinta, allontanandosi dal Sole, segue la relazione 
6
7
1 r , come spiegato nel paragrafo 2.5; conseguentemente anche il valore 
dell’accelerazione, dell’intero sistema, segue questa legge di decadimento. 
In base quindi a quanto appena indicato, si è analizzata in maniera dettagliata la 
dipendenza dei valori della spinta dalle singole variabili, ottenendo i seguenti 
risultati. 
Per la verifica dei file “Matlab” utilizzati si faccia riferimento all’appendice A. 
Mantenendo costanti alcuni parametri e facendone variare uno si ottengono i 
seguenti grafici 
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Figura 3.1 Spinta per unità di lunghezza in funzione della velocità del vento 
solare (App.A1) 
 
In Figura 3.1 si può osservare come il valore della spinta presenti un massimo in 
corrispondenza di v=400000m/s che è all’incirca in corrispondenza di una 
distanza dal sole pari ad 1AU. 
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Figura 3.2 Spinta per unità di lunghezza in funzione del potenziale della griglia 
(App.A2) 
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In Figura 3.2 invece è possibile notare facilmente come si abbia un aumento del 
valore della spinta in funzione del potenziale al quale viene mantenuta la griglia 
raggiungendo valori superiori ai 120nN/m quando il potenziale a disposizione è di 
30000V. 
Nella Figura 3.3 invece abbiamo raccolto i dati della spinta, sempre per unità di 
lunghezza, in funzione dell’angolo α formato tra la normale alla vela e la 
congiungente Sole-vela. 
In questa Figura si è scelto di mostrare la componente radiale e tangenziale della 
spinta; come angolo massimo possibile nel grafico abbiamo preso αmax=20° anche 
se probabilmente, in base a [4] si dovrebbe avere °<<° 3520 maxa ; la presenza di 
un limite superiore per tale angolo è giustificata dalla necessità di evitare possibili 
instabilità meccaniche, per cui questo limite andrà analizzato in maniera accurata. 
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Figura 3.3 Componenti della spinta per unità di lunghezza in funzione 
dell’angolo di inclinazione della vela (App.A3) 
 
In Figura 3.4 si mostra come varia la componente radiale della spinta per unità di 
lunghezza in funzione, sia della distanza dal sole che dell’angolo di incidenza del 
vento solare sulla superficie della vela (Appendice A4). 
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Figura 3.4 Spinta radiale in funzione di α e della distanza dal sole 
 
 
Nella Figura 3.5 si svolgono i medesimi calcoli raccogliendo i risultati sia per la 
spinta radiale che tangenziale fino ad una distanza di 3.44 AU (Appendice A5), 
dopo la quale la velocità del vento solare può esser considerata costante 
dipendente quindi dal valore di α  e dalla distanza dal sole (Appendice A6). 
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Figura 3.5 Spinta radiale e tangenziale in funzione di α e della distanza dal sole 
con N=8(numero cavi) ed L=1000m (lunghezza cavi) 
 
 
 
Nella Figura 3.6 invece si calcola il valore della spinta radiale in funzione del 
numero di cavi della vela e della distanza dal sole (Appendice A7). 
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Figura 3.6 Spinta radiale in funzione della lunghezza dei cavi e della distanza dal 
sole con α=0 ed N=8. 
 
 
Scegliendo inoltre un sistema di 250kg, ed una densità per i cavi pari a 
4000 kg/m3 si è analizzata la relazione tra l’accelerazione ed il carico pagante 
osservando la dipendenza sia dalla lunghezza sia dal numero di cavi 
utilizzati(Appendice A8), aumentando i due valori  si ottiene un’accelerazione 
risultante maggiore. 
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Figura 3.7 Relazione tra accelerazione e carico pagante con L=1000m per r=1AU 
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Figura 3.8 Relazione tra accelerazione e carico pagante con L=10km per r=1AU 
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Figura 3.9 Legame tra accelerazione carico utile e lunghezza dei cavi. 
 
 
In Figura 3.9 invece si raccolgono i dati, sempre relativi all’accelerazione, ma in 
questo caso in funzione del carico pagante e della lunghezza dei baffi, dove è 
chiara la dipendenza dalla lunghezza (aumentando quest’ultima aumenta 
l’accelerazione) e dalla massa di carico utile (all’aumentare di questa diminuisce 
l’accelerazione). 
 
3.3 Fly-by e rendez-vous Terra-Marte 
 
Dopo aver verificato ed analizzato i valori caratteristici della spinta, e il modo in 
cui essa varia in funzione dei singoli parametri, si è cercato di calcolare i tempi 
necessari, al nostro sistema, per arrivare in prossimità di Marte partendo da 
un’orbita circolare attorno al Sole ad di raggio 1AU. 
Le equazioni che utilizziamo sono quelle relative alla spinta continua, in un 
sistema inerziale polare, che vengono riportate qui di seguito: 
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L’ipotesi da cui partiamo per questa analisi è la seguente 
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con terraa  che rappresenta l’accelerazione in corrispondenza di 1AU dal Sole; in 
base ai dati simulati il valore di terraa è compreso tra 0.1mm/s
2 e 6 mm/s2; 
Ù
n  
rappresenta il versore normale al piano della vela, mentre α è l’angolo di 
inclinazione della vela.  
Le condizioni iniziali prevedono 
terrarr =)0(  0)0()0( == rvq  terrasole rv mq =)0(  
 
Si sono raccolti quindi i dati relativi ai fly-by con Marte, ed i tempi per tale 
manovra sono poi stati paragonati con quelli del rendez-vous con Marte (vedi [4]), 
osservando così anche differenze dell’ordine del 60%, nei tempi delle due 
missioni, tra le due manovre all’aumentare del valore dell’accelerazione di 
partenza. 
In Figura 3.10 sono visibili i tempi per la missione Terra-Marte  mentre in Figura 
3.11 la differenza tra le due tipologie di manovra suddette. 
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Figura 3.10 Tempi per missione Terra-Marte con °= 20maxa (sopra) ed 
°= 35maxa (sotto) 
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Figura 3.11 Confronto tra fly-by con Marte e Rendez-vous. 
 
Riportiamo in Figura 3.12 una possibile traiettoria di avvicinamento a Marte 
iniziando la missione con un’accelerazione di 0.3mm/s2. 
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Figura 3.12 Simulazione di traiettoria per un fly-by con Marte partendo con 
3.0=terraa mm/s
2 ed ad una distanza dal Sole di 1AU 
 
Una simulazione, di prima approssimazione, per il rendez-vous con Marte è stata 
ottenuta in [4], sotto le seguenti ipotesi: partenza ad una distanza di 1AU dal sole, 
in direzione di Marte ( AUrr f 52368.1M == ), 5.0=terraa mm/s
2, ed °= 20maxa . 
La rappresentazione della traiettoria ottenuta è mostrata in Figura 3.13, mentre in 
Figura 3.14 è mostrato il legame tra i tempi del rendez-vous in funzione di terraa , 
paragonandoli con i tempi caratteristici di una missione con vela solare. 
E’ possibile osservare che in corrispondenza di 5.0=terraa mm/s
2 con °= 20maxa , 
e di 6.1=terraa mm/s
2 con °= 35maxa , appaiono migliori i risultati con vela solare 
di tipo tradizionale. Tuttavia questo risultato non deve trarre in inganno, poiché il 
vantaggio della vela solare è quello di poter esser orientata secondo angoli 
maggiori (è sufficiente che 01 >×
Ù
nr ) rispetto alla vela elettrica, la cui 
direzionalità è limitata dal valore di maxa , impedendo lo sfruttamento completo 
della spinta che come visto decresce più lentamente di quella della vela solare 
allontanandosi dal sole. 
Inoltre sempre in [4], viene sottolineato come nel caso di vela elettrica si ottenga 
una frazione di carico utile %3.72@h , mentre nel caso di vela solare, con 
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5.0=terraa mm/s
2 (tipico valore in corrispondenza di r = 1AU), si arriva al 
massimo ad %2.45@h . 
 
 
 
 
Figura 3.13 Simulazione di un trasferimento Terra-Marte con vela elettrica da [4] 
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Figura 3.14 Tempo minimo per un trasferimento Terra-Marte in funzione di 
terraa da [4] 
 
3.4 Fuga dal Sistema Solare con vela elettrica 
 
In questa parte ci occupiamo dei tempi necessari per il raggiungimento dell’orbita 
di fuga, partendo da un’orbita circolare a distanza di 1AU dal Sole. 
Come ben noto dagli studi di meccanica del volo spaziale, l’orbita di fuga viene 
raggiunta quando l’energia meccanica si annulla, quindi quando 
0
2
2
=-=
r
vEmecc
m  
In tale condizione infatti il corpo si porta su di un’orbita aperta, di tipo parabolico, 
che lo porterà ad abbandonare il sistema solare nel caso specifico. 
Il raggiungimento dell’orbita di fuga varia al variare dell’accelerazione iniziale; in 
Figura 3.15 si riportano tali tempi e si osserva che, per valori inferiori a 0.5mm/s2, 
il satellite non riesce a sfuggire all’attrazione del Sole in tempi che possano essere 
interessanti per eventuali missioni, mentre al di sopra di tale valore si ha che il 
tempo per il raggiungimento dell’orbita parabolica si riduce esponenzialmente al 
variare dell’accelerazione di partenza. Nel caso di Figura 3.17 infatti si osserva 
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che il raggiungimento dell’orbita di fuga si ha intorno ai 16 anni, tempo che si 
riduce per i casi mostrati successivamente in Figura 3.18 e 3.19. 
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Figura 3.15 Tempi per il raggiungimento dell’orbita di fuga (Appendice 10). 
 
 
Di seguito si riportano alcuni esempi relativi al raggiungimento dell’orbita di 
fuga, nei grafici rispettivamente è visibile la variazione dell’energia meccanica del 
sistema all’aumentare della distanza, la variazione dell’accelerazione e la 
traiettoria seguita dal sistema stesso fino al raggiungimento dell’orbita di fuga.  
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Figura 3.16 Caso con accelerazione iniziale pari a 0.1mm/s2 con °= 20a in  
16 anni (non si raggiunge l’orbita di fuga in tempi brevi) 
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Figura 3.17 Caso con accelerazione iniziale pari a 0.5mm/s2con °= 20a  in 16 
anni si arriva all’inserimento nell’orbita di fuga 
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Figura 3.18 Caso con accelerazione iniziale pari a 2mm/s2 con °= 20a ;  in meno 
di un anno si osserva come sia già stata raggiunta l’orbita di fuga 
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Figura 3.19 Caso con accelerazione iniziale pari a 6mm/s2 con °= 20a ; l’orbita 
di fuga viene raggiunta già dopo 60 giorni circa. 
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Infine abbiamo confrontato, sempre tramite il solito file di simulazione, i tempi 
per giungere in prossimità di Plutone (come fatto nella parte conclusiva di [1]) per 
un sistema le cui dimensioni caratteristiche sono quelle dello SMART-1; con tali 
condizioni e sfruttando una vela elettrica opportunamente creata si dovrebbe 
raggiungere il pianeta in circa due anni e mezzo (per il procedimento si faccia 
riferimento ad [1] ed Appendice A10). 
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Figura 3.19 Traiettoria seguita per arrivare in prossimità di Plutone per il caso 
ipotetico dello SMART-1 
 
 
 
In questo caso siamo partiti da un valore dell’accelerazione iniziale superiore a 
quello che caratterizza l’uso delle vele elettriche, abbiamo cioè solo ipotizzato 
l’uso di vele elettriche per lo SMART-1 per poter verificare o meno la possibilità 
di utilizzare questo tipo di propulsione per missioni realmente esistenti. 
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3.5 Osservazioni 
 
Da questa prima analisi si è potuto comprendere, come la vela elettrica riesca a 
fornire notevoli vantaggi, sia rispetto a una propulsione di tipo tradizionale, sia 
rispetto ad una vela solare, evidenziandone già possibili impieghi per missioni 
future. 
I tempi infatti delle possibili missione analizzate appaiono essere compatibili con i 
tempi caratteristici di altre missioni, con un grosso vantaggio soprattutto per 
quanto riguarda il carico utile trasportabile. 
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4 
Equilibrio nel sistema a tre corpi con 
vela elettrica 
 
 
 
Nel presente capitolo si cercherà di dare una prima illustrazione del problema dei 
tre corpi, creando le basi per una prima analisi del sistema di riferimento utilizzato 
e dei punti di equilibrio da esso fornito. Successivamente facendo riferimento a 
[2] si ricavano i punti di equilibrio per il caso di vela solare tradizionale, 
selezionando successivamente solo i punti di equilibrio stabile; una volta 
analizzato questo problema lo riadatteremo al caso di vela solare elettrica 
ottenendo successivamente i punti di equilibrio stabile per il nostro problema.  
 
4.1 Introduzione 
 
Lo studio del moto relativo di n-corpi soggetti alle sole mutue forze gravitazionali 
è formulabile esattamente sulla base della legge di gravitazione universale; una 
sua soluzione analitica, tuttavia, si presenta di proibitiva difficoltà, a causa della 
dipendenza della forza dall’inverso del quadrato della posizione che porta a 
variazioni contemporanee del primo e del secondo membro delle equazioni. Fu H. 
Poincarè che dimostrò che non è possibile ottenere soluzioni in forma chiusa per 
questo problema. 
Il sistema che descrive il problema degli n-corpi è ricavabile partendo dalla 
seconda legge di Newton, applicabile ad ogni singola massa considerata come un 
semplice punto materiale. 
Facendo riferimento alla Figura 4.1, le equazioni del sistema rappresentato, sono 
date dalla seguente relazione 
å
¹
=
®®
-
®
÷
ø
ö
ç
è
æ -××=
n
j
j
ji
ji
ji rr
r
m
G
dt
rd
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1
32
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La prima semplificazione che si può fare è passare dagli n-corpi ad un sistema 
semplificato a 3-corpi; tuttavia anche con questa semplificazione il problema è 
risolvibile solo in alcuni casi particolari. 
Un ulteriore passaggio, che porta all’introduzione del “problema ristretto dei tre 
corpi”(CR3BP), si ottiene analizzando il moto di un corpo la cui massa è 
trascurabile rispetto alla massa dei due corpi che rappresentano gli attrattori 
principali. 
 
 
Figura 4.1 Forze agenti su una massa soggetta ad n azioni gravitazionali 
 
Nel presente lavoro si utilizza il problema ristretto dei tre corpi nella forma 
planare, sia nel piano x-z che y-z. 
L’interesse per questo tipo di studio di sistema a tre corpi è andato aumentando 
negli ultimi anni rispetto al problema dei due corpi, permettendo di ottenere orbite 
molto più complesse rispetto a quelle tradizionali di tipo kepleriano. 
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4.2 Cenni storici 
 
I primi studi sul problema dei tre corpi furono effettuati da Eulero, che pose le 
basi del modello ed identificò i primi tre punti collineari; successivamente fu 
Lagrange a ricavare gli altri due punti di equilibrio e tutti e cinque i punti vengono 
raggruppati sotto il nome di punti di Lagrange. 
Successivamente Poincaré, nei suoi studi sui sistemi dinamici, stilò la teoria del 
caos deterministico ed identificò una mappatura per lo studio della conformazione 
dello spazio delle posizioni del problema.  
Fu infine Jacobi a determinare l’unico integrale primo del moto di valenza 
generale per ogni problema di gravitazione con più di due corpi.  
In base a questi risultati, ed a successive rielaborazioni, sono stati calcolati i punti 
di equilibrio per i vari sistemi a tre corpi. In Figura 4.2 e 4.3 è possibile osservare 
i 5 punti di equilibrio di Lagrange, nel sistema planare Terra-Sole, dove le frecce 
mostrano rispettivamente le direzioni rispetto alle quali un corpo tende ad 
allontanarsi dalla posizione di equilibrio (frecce blu, equilibrio instabile) e quelle 
rispetto alle quali tende invece ad avvicinarsi (frecce rosse, equilibrio stabile). 
 
  
Figura 4.2 Punti di equilibrio di Lagrange 
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Figura 4.3 Punti di equilibrio di Lagrange nel sistema Terra-Sole 
 
 
 
4.3 Descrizione del problema per vela solare 
 
Analizziamo quindi il problema dei tre corpi per vela solare come in [2], per poi 
riadattarlo al nostro caso. 
Si considera il moto di un corpo P di massa trascurabile m3 che si muove sotto la 
forza attrattiva di due masse m1 ed m2 denominate masse primarie che si 
suppongono in moto circolare attorno al loro baricentro. 
Il modello prevede l’introduzione di un sistema con alcune caratteristiche: 
 
§ La direzione dell’asse x è fornita dalla retta che collega le due masse 
primarie che, nel nostro caso, sono il Sole e la Terra ed il verso è da m1 ad 
m2 
§ 321 mmm >>>  
§ L’asse y è diretto secondo il vettore velocità del corpo di massa m2 
§ Si introduce il parametro: 
21
2
mm
m
+
=m  
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§ Il centro del sistema viene posto a distanza m  dal sole lungo la 
congiungente tra m1 ed m2, in modo tale che la seconda massa sia posta ad 
una distanza di (1- m ) rispetto all’origine del sistema. 
§ L’asse z di conseguenza sarà orientato in maniera tale che la terna sia 
destrorsa. 
 
In Figura 4.4 è schematizzato il procedimento per ricavare il nostro sistema 
che utilizziamo come riferimento per affrontare il problema dei tre corpi 
suddetto ed in Figura 4.5 si da una rappresentazione piana del sistema di 
riferimento. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.4 Procedimento per ricavare il sistema di riferimento per il problema dei 
tre corpi da [6] 
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Figura 4.5 Sistema di riferimento nel piano x-z 
 
In tabella sono raccolti alcuni valori di m  per vari tipi di sistemi di riferimento. 
 
 
 
 
Figura 4.6 Valori di m  per vari sistemi di riferimento 
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Inseriamo quindi nel nostro sistema la vela solare ed andiamo ad analizzare i 
risultati calcolati in [2].  
La condizione di partenza, mostrata anche in [2], è schematizzata in Figura 4.7; i 
valori delle coordinate della vela rispetto ai due corpi primari ed all’origine degli 
assi sono 
 
Tzyxr ],,[1 m+=         
Tzyxr ],),1([2 m--=        
Tzyxr ],,[=  
 
 
 
Figura 4.7 Sistema di riferimento a 3 corpi per vela solare 
 
L’equazione della dinamica da cui ricavare la posizione della vela nel tempo è 
data da  
®®
·
®®
··
®
=+Ñ=´+ FaUrr w2  
 
con U che rappresenta il valore del potenziale, fornito dalla seguente relazione in 
cui si tiene conto sia del potenziale gravitazionale dei tre corpi  sia del potenziale 
centrifugo 
2
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-
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mentre 
®
a rappresenta l’accelerazione dovuta alla pressione della radiazione solare 
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Il versore 
Ù
n  può essere scritto come 
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rUn r
r
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Ñ
=
Ù
 
mentre b  rappresenta il rapporto tra la forza della pressione della radiazione 
solare e la forza gravitazionale del sole, il cui valore è compreso tra 0 ed 1. 
Risolvendo l’equazione del moto si ricavano una serie di punti di equilibrio nel 
piano x-z ed y-z mostrati in Figura 4.8 di cui è necessario verificare la stabilità. 
 
 
Figura 4.8 Punti di equilibrio nel piano x-z  e nel piano x-y al variare di b  da [2] 
 
A questo punto,in [2] si valuta la stabilità dei punti di equilibrio trovati, prima 
attraverso un processo di linearizzazione del sistema e successivamente anche 
tramite un sistema non linearizzato.  
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4.4 Osservazioni 
 
Facendo riferimento a [2]-[3], vengono ottenuti dei punti di equilibrio oltre i 
tradizionali punti di Lagrange; prima tramite un’analisi linearizzata e 
successivamente tramite un’analisi non-lineare secondo il metodo di Lindstedt-
Poincaré. 
 
Di seguito si da un accenno dei possibili impieghi dei punti di equilibrio che sono 
stati calcolati in [3], di come sia possibile sfruttare le orbite periodiche che si 
hanno attorno ai punti calcolati. 
In [3] si sono svolti i calcoli relativamente ad una vela che possa trovarsi in una 
posizione tale da osservare il polo Nord sempre dalla medesima posizione. Il 
concetto di base è quello di avere una traiettoria con periodo di un anno in modo 
tale che nel periodo estivo la vela sia nel punto più basso mentre in quello 
invernale, nel punto più alto dell’orbita come schematizzato in Figura 4.09. 
 
 
Figura 4.9 Posizione della vela nel periodo invernale(a) ed estivo(b) da [3] 
 
Partendo da tale idea, è possibile ricavare delle famiglie di curve, al variare 
dell’angolo g  della vela, mentre viene mantenuto costante il valore di b  e di Az. 
In Figura 4.10 e 4.11 si riportano le orbite periodiche suddette mentre in Figura 
4.12 si mostrano alcune possibili traiettorie per il raggiungimento dell’orbita 
periodica scelta. 
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Figura 4.10 Famiglia di orbite con b =0.05174, Az=0.0038 e g  variabile. 
Ogni orbita è individuata dai parametri b , Az, g , e quella in grassetto prevede 
g =0.8092 da [3] 
 
 
Figura 4.11 Alcune orbite periodiche rispetto al punto di equilibrio xe=0.9895 
ze=0.0078 con b =0.05174 ed Az=0.0038. In figura si mostra la proiezione nei 
piani x-z, x-y, y-z da [3]. 
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Figura 4.12 Possibili traiettorie per l’inserimento nell’orbita periodica calcolata 
da [3] 
 
 
Quindi si sono ottenute delle orbite periodiche naturali, che possono essere 
sfruttate in varie applicazioni. 
Nel caso analizzato si crea un’orbita tale da avere un’osservazione costante del 
polo Nord, senza bisogno di spostare di grosse quantità la vela rispetto 
all’orizzonte, cosa che invece sarebbe necessaria se la vela  fosse mantenuta nel 
punto di equilibrio generico al posto di sfruttare l’orbita periodica scelta in 
funzione dei parametri b , Az, g . 
Si osserva infatti dalla Figura 4.13 la variazione dell’elevazione rispetto 
all’orizzonte della vela nel caso in cui il veicolo spaziale sia posizionato in 
corrispondenza di uno dei punti di equilibrio, o in una delle orbite periodiche 
calcolate. 
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Figura 4.13 Variazione dell’elevazione della vela sull’orizzonte da [3]  
 
Quindi appare molto vantaggiosa, la conoscenza dei punti di equilibrio per poter 
ricavare orbite periodiche attorno ad essi. Lo studio approfondito del 
comportamento in corrispondenza di queste zone permetterà inoltre 
l’individuazione di orbite periodiche e di orbite instabili che possono essere anche 
molto complesse. 
 
 
Figura 4.14 Esempio di orbita periodica da [3] 
 
 
 
 
 
 55 
4.5 Descrizione del problema per vela elettrica 
 
A questo punto affrontiamo il problema dei tre corpi per il caso di un satellite che 
utilizzi una vela elettrica. Il procedimento che viene seguito nell’analisi del 
comportamento della vela elettrica è il medesimo che è stato illustrato per il caso 
di vela solare in [2], con le dovute correzioni in base alle caratteristiche della 
nostra vela rispetto ad una vela solare tradizionale. Nella parte conclusiva del 
capitolo si verificherà la stabilità delle soluzioni trovate. 
Il sistema di riferimento utilizzato è il medesimo del problema precedente, una 
differenza però fondamentale sta nel fatto che l’orientamento della vela non deve 
soddisfare la sola equazione 01 >× nr ; infatti il valore dell’angolo a varia in un 
intervallo compreso tra 0 ed maxa con maxa che deve essere definito; l’idea è quella 
che il valore di questo angolo massimo sia compreso tra i 20° e 35° 
°<<° 3520 maxa  
L’angolo a è l’angolo di spinta, cioè l’angolo formato tra la direzione della 
spinta netta, e la direzione radiale (vedi [4]) 
 
 
Figura 4.15 Sistema di riferimento a tre corpi per vela elettrica 
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Abbiamo fatto riferimento alla Figura 4.15 per quanto riguarda l’angolo a ; per la 
completa definizione della posizione della vela è necessario introdurre anche un 
altro angolo χ, che rappresenta l’angolo formato dalla proiezione di 
Ù
n  sul piano 
normale ad 
®
1r  con 
®®
W´1r , dove 
®
W  rappresenta la velocità angolare dell’asse 
Terra-Sole (circa 71099.1 -× rad/s) 
I vettori posizione sono dati da 
 
Tzyxr ],,[1 m+=         
Tzyxr ],),1([2 m--=        
Tzyxr ],,[=  
 
una volta introdotti si ha che l’equazione del moto per la vela nel sistema 
corotante può essere scritta come (vedi [2]) 
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Affinché il termine centrifugo sia conservativo deve esser possibile scriverlo in 
funzione di un potenziale scalare quindi 
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Tramite queste semplificazioni l’equazione diventa 
 
®®
®
®
®
=÷
ø
ö
ç
è
æÑ+´W+ arU
dt
rd
dt
rd 22
2
 
 
dove il “potenziale corotante” è stato definito come 
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in base al quale è possibile ricavare i 5 punti classici di equilibrio di Lagrange 
risolvendo la seguente equazione 
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Nel nostro caso però abbiamo un termine aggiuntivo dato da 
®
a che è funzione del 
parametro β e di 
Ù
n ; dato che 
®
a  è orientato nello stesso verso di 
Ù
n , facendo il 
prodotto vettoriale seguente ottengo 
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Facendo il prodotto vettoriale e scalare (vedi [3]), per 
®
1r , della relazione appena 
trovata, si definiscono sia l’angolo a  sia l’angolo χ secondo le equazioni seguenti 
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A questo punto si può fare il prodotto scalare dell’equazione della dinamica, il che 
porta ad un notevole semplificazione del problema, fornendo l’equazione 
necessaria per il calcolo delle posizioni di equilibrio. 
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Ponendo  
sole
terra
a
a
=b    con    
2
1
®
=
terra
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r
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si ricava che, l’equazione fondamentale la cui soluzione fornisce le soluzioni 
stazionarie, è data da 
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Costruiamo il grafico dei punti di equilibrio al variare di β , cercando i punti per i 
quali è verificata l’equazione. Se ponessimo β=0, resterebbe semplicemente 
l’equazione tradizionale, la cui risoluzione fornisce i cinque punti tradizionali di 
Lagrange come già detto in precedenza. 
Ricordando  che 0.1mm/s2 << terraa  6mm/s
2 e che il valore di solea  è dato da 
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1 93.5
s
mm
r
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®
 
si trova che i valori di β sono compresi nell’intervallo 
0<β<1 
 59 
Risolvendo quindi l’equazione sia per il piano x-y sia per il piano x-z si ottengono 
i punti di equilibrio. Si ricordi che nel calcolo di questi punti si sono già esclusi i 
punti nei quali α non è al di sotto del valore massimo che può assumere (come 
detto [ ]°°Î 35,20maxa ). 
Per l’intero procedimento che è stato seguito si faccia riferimento all’Appendice 
A11. 
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Figura 4.16 Rappresentazione tridimensionale dei punti di equilibrio nel piano 
 x-y al variare di β 
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Figura 4.17 Punti di equilibrio sul piano x-y al variare di β 
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Figura 4.18 Rappresentazione tridimensionale dei punti di equilibrio nel piano  
x-z al variare di β 
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Figura 4.19 Punti di equilibrio sul piano x-y al variare di β 
 
 
4.6 Analisi lineare del problema 
 
La linearizzazione viene fatta rispetto ai punti di equilibrio effettuando, come nel 
caso di vela solare (vedi [3]), la seguente trasformazione  
®®®
+® rrr e d  
con la quale si espande 
®
F   rispetto ad 
®
er trascurando i termini quadratici in 
®
rd ; 
si assume che l’orientamento della vela rimanga fisso sotto le perturbazioni che 
agiscono sulla posizione della vela stessa, per cui risultano rimanere costanti i 
valori di b  e di a . 
Il nostro sistema lineare viene costruito partendo dalle relazioni seguenti: 
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ed ottenendo la relazione finale 
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A questo punto si può procedere con la risoluzione del problema; il polinomio 
caratteristico è del sesto ordine, ma risulta essere bicubico per cui semplificabile 
in un’equazione del terzo ordine. 
Per cui si passa dal polinomio caratteristico di partenza 
 
0)( 3
2
2
4
1
6 =+++= aaaP llll  
 
al polinomio in h dato da 
 
0)( 32
2
1
3 =+++= aaaP hhhh  
 
ponendo 2lh = . 
In base ai valori delle radici del polinomio è possibile stabilire se il problema ha 
soluzioni stabili; come ben noto per un problema di questo genere le soluzioni 
sono stabili se le radici del polinomio caratteristico hanno parte reale negativa. 
In questo caso specifico si ha che le radici del secondo polinomio sono tutte reali, 
una sempre negativa (che fornisce quindi due autovalori immaginari puri) una 
sempre positiva (che fornisce quindi due autovalori reali) ed una con segno 
variabile. Vengono perciò distinte due regioni in base al segno della terza radice, 
dato che le altre due sono sempre una negativa ed una positiva. 
Si hanno quindi due regioni, una in cui la terza radice è negativa ed una in cui 
invece è positiva. 
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Nel caso 1, in cui la terza radice sia negativa, abbiamo in totale 4 autovalori 
immaginari puri e due autovalori reali che possono essere scritti come segue 
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in base ai quali si definiscono gli autovettori. Quelli associati a )2,1( =aial  sono 
della forma iwu aa
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+  mentre quelli associati a rr ll -, sono gli autovettori 
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Quindi la soluzione finale del problema lineare sarà data da  
 
®
-
®®®
®®®®®®®
++úû
ù
êë
é -+
úû
ù
êë
é ++úû
ù
êë
é -+úû
ù
êë
é +=
21222
222111111
)sin(
)cos()sin()cos()(
vFevEewCuDt
wDuCtwAuBtwBuAttX
tt rr lll
lll
 
 
 
L’obiettivo conseguentemente è quello di annullare i modi che danno instabilità e 
quindi si procede nel modo seguente; supponendo di trovarsi in un punto di 
equilibrio (quelli cioè visibili nelle Figure 4.17-4.20), proviamo a supporre delle 
piccole variazioni rispetto alla posizione di equilibrio e cataloghiamo tutti quei 
punti per i quali si verifichi che E=F=0, che rappresenteranno appunto una 
condizione di equilibrio stabile.  
Applicando questo procedimento per punti, tramite il file Matlab mostrato in 
Appendice A.13, si ottengono le seguenti zone di equilibrio, caratterizzate da una 
chiara e prevedibile simmetria. 
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Figura 4.20 Punti di equilibrio stabile nel piano x-z 
 
 
Successivamente è stata sovrapposta tale immagine a quella ricavata 
precedentemente per i punti di equilibrio, nei quali si teneva conto sia del 
parametro b  sia dell’angolo di inclinazione massimo della vela, parametri dei 
quali non si è tenuto conto nella risoluzione mostrata in Figura 4.20; 
conseguentemente dalla sovrapposizione sarà possibile individuare punti di 
equilibrio stabile per una vela elettrica. 
Riportiamo di seguito quindi l’immagine risultante, ricavata tramite file Matlab 
visibile in Appendice A.14, dove i punti stabili sono quelli che si trovano sulle 
linee di equilibrio rosse che erano state ricavate in precedenza. 
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Figura 4.21 Punti di equilibrio stabile nel piano x-z sovrapposti ai punti di 
equilibrio della vela elettrica 
 
 
L’entità del disturbo sulla posizione di equilibrio del nostro satellite è calcolabile 
secondo le seguente relazioni 
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Va ricordato che tale soluzione è resa valida avendo posto E=F=0, e supponendo 
C=D=0 nella soluzione finale X(t). Con lo stesso procedimento si potrebbe porre 
A=B=0 e mantenere diversi da zero i valori di C e D.  
Si riporta il risultato relativo ad un disturbo sul valore della posizione  per il punto 
(x,z)=(0.8; -0.2) 
 
 
 
Figura 4.22 Spostamento rispetto alla posizione di equilibrio 
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Figura 4.23 Ingrandimento in corrispondenza del punto di equilibrio. 
 
 
4.7 Osservazioni 
 
Si sono quindi osservate zone nelle quali il nostro sistema risulta essere in 
equilibrio; in Figura 4.24 si sono riportati i valori relativi ad una possibile 
perturbazione della posizione. Risultati analoghi sono ottenibili per piccoli 
disturbi di velocità, restando sempre nelle zone di equilibrio evidenziate in Figura 
4.21. 
Spostandosi invece da tali zone, un’eventuale perturbazione determina un 
immediato e rapido allontanamento dalla posizione di equilibrio. 
Sarà quindi necessaria un ulteriore approfondimento per poter sfruttare 
opportunamente queste zone di equilibrio per missioni spaziali sempre più 
complesse. 
Appare infatti vantaggiosa la possibilità di trovare orbite periodiche attorno a 
questi punti di equilibrio, in maniera da poterne sfruttare le caratteristiche come è 
stato evidenziato nel paragrafo 4.4 per il caso di vele solari. 
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5 
Conclusioni 
 
 
In questa trattazione si sono potuti analizzare i principali vantaggi di una vela 
elettrica usata come sistema di propulsione. 
Il campo elettrico generato intorno alla vela elettrica, permette di ottenere una 
spinta bassa (nell’ordine dei nN) ma continua. Il limite maggiore è rappresentato 
dall’impossibilità di orientare la vela a proprio piacimento, l’angolo massimo di 
cui può essere inclinata è compreso tra i 20° e 35°, impedendo di sfruttare a pieno 
il vantaggio offerto da questo tipo di vela rispetto a quella solare. 
Quest’ultima infatti è caratterizzata da una riduzione della spinta secondo il 
quadrato della distanza, mentre nel caso di vela elettrica la riduzione in funzione 
della distanza è proporzionale ad ( ) 671r e quindi a parità di orientamento si 
otterrebbero valori di spinta molto maggiori come sottolineato nel Cap.3. 
Risulta quindi estremamente importante, cercare di capire il limite effettivo di tale 
angolo, per poter sfruttare a pieno la spinta a disposizione. 
Per poter comprendere, in una prima analisi, gli effetti legati al valore di tale 
angolo sono state effettuate alcune analisi su possibili missioni di fuga, fly-by e 
rendez-vous Terra-Marte.  
In più si sono sottolineate le differenze tra le due vele, oltre che sui tempi di 
missione, anche in relazione alla frazione di carico pagante trasportabile per unità 
di lunghezza osservando la netta prevalenza della vela elettrica nei confronti di 
quella solare, partendo da una medesima accelerazione in corrispondenza di una 
distanza di 1AU. 
Infine è stato affrontato il problema dei punti di equilibrio, nel sistema ristretto dei 
tre corpi, sfruttando una prima approssimazione lineare. 
Si sono individuate le zone di equilibrio per un sistema propulsivo basato sull’uso 
di vela elettrica; i risultati hanno evidenziato, per il sistema Terra-Sole, la 
presenza di zone ben delineate di equilibrio, disposte in maniera simmetrica. 
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Si sono dunque poste le basi per un’analisi più approfondita di queste zone di 
stabilità, in modo da poter sfruttare tali punti di equilibrio per missioni 
interplanetarie, che abbiano una complessità maggiore di quella caratteristica della 
tradizionale teoria kepleriana. 
Sarà quindi necessario un ulteriore approfondimento sia in relazione alla struttura 
fisica della vela stessa,  sia nello studio dei punti di equilibrio che sembrano avere 
delle potenziali applicazioni per missioni spaziali future, soprattutto in relazione 
alle orbite periodiche che è possibile individuare in corrispondenza di essi. 
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